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Abstract

The finite element method (FEM) cannot approximate the accurate pressure close to

point sources (wells in this work) properly. The main aim of this paper is an applica-
tion of XFEM method which can compensate the error of the approximation by linear
finite elements and provides more accurate solution.
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V modelech proudéni podzemnich vod jsou casto zahrnuty rozsahlé oblasti, vici
kterym se jevi zdroje (napt. hydrogeologické vrty) jako bodové. Metoda konec¢nych
prvkd nedokdZe dostatecné presné aproximovat tlak a proudové pole v okoli téchto
zdroj. Nasim cilem je implementace metody XFEM pro vypocet takovych modelu
a porovnani s metodou linedrnich kone¢nych prvkti. Vychdzime z ¢lanku [5], jehoz
vysledky se snazime rekonstruovat vlastni implementaci a obohatit.
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Ze jednotlivé zvodné, 2D plochy oznacené O™, jsou
od sebe oddéleny nepropustnou vrstvou a komunikuji l
mezi sebou pouze prostfednictvim vrtti. Matematicky
popiSeme takovy model soustavou rovnic
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Obr. 1: Model proudéni ve vrtu.

Indexy m a w v rovnicich oznacuji vztah veli¢in k m-té zvodni a k w-tému vrtu.
Rovnice (1) je odvozena z Darcyho zakona a z rovnice kontinuity pro nestlacitel-
nou tekutinu, za pfedpokladu izotropniho prostfedi. Rovnice (2) vyjadfuje rovnovahu
tokdl, viz obr. 1. V (1) a (2) zna&i T™ [m?s™!] transmisivitu, h"™ [m] tlakovou vysku,
f™ [ms~!] hustotu zdrojd v m-té zvodni, ¢ [ms~!] koeficient propustnosti mezi
w-tym vrtem a m-tou zvodni, H' tlakovou vysku ve vrtu w na trovni zvodné m,
¢ [m?s~1] propustnost vrtu mezi zvodnémi a 9 B™ hranici vrtu.

Metoda XFEM (Extended Finite Element Method)

Metoda XFEM (metoda rozsifenych konecnych prvka) je zaloZena na principu
rozSifeni prostoru pro hledani feSeni funkcemi, které jsou schopné dobie zachytit
lokélni diskontinuity ¢i singularity, vice v [4] a [1].

Prostor bazovych funkci rozsifime o funkci
pfirozeného logaritmu.

og(re(X)), Tw > R
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kde r,, je vzdalenost bodu x od stfedu vrtu a R,, je
Obr. 2: Obohacujici funkce ¢, (x).

polomér vrtu.

Pouzijeme modifikovanou metodu XFEM, jejiz modifikace fesi problémy na tzv.
rozmyvacich (blending) elementech, tedy na elementech na rozhrani mezi obohace-
nou a neobohacenou ¢asti (vice v [3]). Reseni hleddme tedy ve tvaru
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FEM obohaceni

V rovnici (4) obsahuje mnozina W indexy vrt, mnozina N indexy vSech uzli sité,
mnozina N, indexy vSech obohacenych uzlt (pfidanych stupnti volnosti) od w-tého
vrtu. Stupné volnosti a; ndlezi kone¢nym prvkiim a 3, obohaceni. Oblast obohaceni
v okoli vrtu definujeme pomoci poloméru r.,,. Funkce ¢ jsou linedrni bazové funkce.

Funkce ¢g(x) je funkci rampy ve
tvaru

(o]

— xfem_enriched
1.6+ — xfem_solution
— xfem_unenriched

9(x) =Y gupux). (5

Q
=
pressure head (m)

kde vahy g, jsou rovny jedné
na uzlech uvnitf oblasti 7.,
a nulové jinde. Tato funkce
feSi prechod mezi obohacenou .,
a neobohacenou c¢asti reseni.
Na obr. 3 vidime feseni ulohy .
s jednim vrtem. Cerné je vyzna- .
Cena linearni Cast, cervené obo-
haceni a modre celkové teseni,
tedy jejich soucet.
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Obr. 3: Dekomponované feSeni XFEM. Zvoleno ren, = 2.
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Méfeni konvergence

V tloze na kruhové oblasti o poloméru R, s jedinym vrtem v jejim stfedu, zname
analytické fesSeni ve tvaru u(r) = alog(r) + b, kde konstanty a, b jsou urceny Dirich-
letovou okrajovou podminkou. Potom jsme schopni méfit konvergenci vypoctenych
modelt k pfesnému feSeni.

Méme takovou tulohu s parametry R = 10 m, polomérem vrtu R,, = 0.02m,
tlakemvevrtu P, =2.0m,c =10°ms ta7T =10"*m?s~tar.,, = 2m.

Konvergence metod FEM a XFEM

N N ¢as ¢as
X XFEM | FEM | XFEM| FEM

258 | 249 [ 0.740 | 0.300
. 690 | 421 | 1.480 | 0.600

1 motepoms o | X 1414 | 747 | 3130 | 1.080

2818 | 1369 | 7.700 | 2.060
x/x/x / 5366 | 2581 |22.880| 4.150
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relativni chyba

y = 0,020x16%8

- 4911 | - 9.130
- 19009 | - |19.480
y - 16349 - | 45.660
X FEM - 24129 - | 89.170
X XFEM
- 36942 - [181.220
| | ' ~ 161193 - [434.320

velikost nejmensiho elementu [m]

Tab. 1: Srovnani casti a poctu
stupnitt volnosti (N) pii postup-
ném zjemnovani sité. Odpovida
vypoctam v grafu vlevo.

Obr. 4: Graf konvergence metod FEM (modrd) a XFEM (Cervend).
Body prolozeny mocninnou funkci, pficemz prvni dveé nejvétsi chyby
feSeni pomoci FEM jsou vynechidny. MtiZzeme odhadnout fad konver-
gence metody FEM O(h°-®) a metody XFEM O(h!7).

Vysledky méfeni konvergence jsou srovnatelné s vysledky, které uvadi [5] — pro
XFEM fad O(h'-®) a pro FEM O(h%*). Vyssiho fd&du FEM metody v nasem ptipadé
jsme doséhli jinou geometrii tlohy a tim, Ze vrt je umistén do uzlového bodu, obecné
je vSak nizsi.

Komplexni aloha

Pro demonstraci nérustu ¢asovych a pamét'ovych naroktt FEM jsme spocitali alohu
s péti vrty s riznymi tlaky na jedné zvodni. Obrazek 5 ukazuje adaptivné zjemnénou
sit metody FEM. Naproti tomu muzeme srovnat pravidelnou hrubou sit’ pro XFEM
na obr. 6. Relativni rozdil obou fedeni se pohybuje pod jednim procentem. Cas vypoctu
posledni iterace pomoci FEM (171 s) je desetindsobny oproti XFEM metodé (17 s).
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Obr. 5: Sit' FEM - po 9 zjemnénich 28453 elementt Obr. 6: Sit XFEM — 1024 elementti

Zavér a vyhled do budoucna

Podaftilo se implementovat metodu XFEM a reprodukovat vysledky v clanku [5].
V préci jsme se navic zabyvali modelem po teoretické strdnce a provedli diikaz
existence a jednoznacnosti slabého feseni.

Namétu pro dalsi praci je nékolik. Dale je mozné zabyvat se jinymi zptisoby obo-
hacovani, napfiklad metodou SGFEM (Stable Generalized FEM). V modelu proudéni
jsme zatim aproximovali pouze rozlozeni tlaku, dalsim zdmérem muze byt aproxi-
mace pole rychlosti a aplikace metody XFEM ve smiSené formulaci problému Darcyho
proudéni.
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